Corso di Potenziamento a.a. 2009/2010

1 I Logaritmi

Fissiamo un numero a > 0, a # 1. Dato un numero positivo t, I’equazione
a® =1t

ammette un’unica soluzione x che si chiama logaritmo in base a di t e si
scrive
x = log, t.

Quando si parla di logaritmo occorre specificare sia I’argomento t che la base
a e bisogna tenere presente che:

e ¢ definito solo per argomenti positivi;

e ¢ definito solo per basi positive e diverse da 1;

e puo assumere valori positivi, negativi o nulli;

e vale O pert =1

Le proprieta che seguono valgono Vx,y >0, a >0 A a # 1, e b qualsiasi.

a°%® = x| |log,(a®) = x| |log,(zy) = log, x +log,y| |log,(x)" = blog, =

Da queste si possono anche dedurre le seguenti uguaglianze

loga(i) =—1

loga<i> = = loga z

log,, (%) = log, x — log, y

Infine si ha

llogaa::O@x:l.
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Attenzione!

e log,(z +y) # log, = +log,y
e log,(z-y) # (log, x) (log, v)

o log,(a") # (log, z)’

Per i logaritmi si usano generalmente due basi: la base 10 e la base e dove
e ¢ il numero irrazionale di Nepero, pari a 2, 71828....Per indicare i logaritmi
in tali basi, detti rispettivamente logaritmi decimali e logaritmi neperiani o
naturali, si usano due notazioni specifiche, che consentono di sottintendere
la base:

Logx = logipx

Inx = log.x

In ogni caso puo essere talvolta d’aiuto la formula che esprime il cambia-
mento di base di un logaritmo

ESEMPI

Esempio 1 Calcolare

Soluzione

log41— = logsd™2 = -2

Esempio 2 Calcolare

10g210 4 log212 — log.15

Soluzione
10-12 3
10g210 + 109212 — logs15 = logs T logs(2-4) = logs2° =3
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Esempio 3 Calcolare
logyg3

Soluzione

[NIES
I
N[ =

loge3 = logy(3%)2 = loge9

Esempio 4 Calcolare
logg4

Soluzione

2
53— 2

logsd = logys2? = l092323'%'2: logys (23) 3

Oppure ponendo y = logsd e applicando la definizione di logaritmo si ha
Y =4  cioé 23y:22<:>3y:2<:>y:§
Esempio 5 Risolvere

loga(4 — %) =4

Soluzione
Innanzi tutto dobbiamo imporre la condizione di esistenza chiedendo che
largomento del logaritmo sia positivo: deve essere 4—x* > 0 cioé —2 < x < 2
quindi

logo(d—2*) =4 & (4—2*)=2" ©224+12=0 che non ammetle soluzioni reals.
Possiamo concludere che l’equazione data non ammette soluzioni.

Esempio 6 Risolvere

1
logy(z +4) — 2logs(x + 1) — 5= 0

Soluzione
Bisogna risolvere il sistema

r+4>0
r+1>0
logs(z 4+ 4) — 2logs(xz +1) — 3 =0

da cui

r+4>0
r+1>0

1094(37 + 4) — 2l0g4(91: + 1) — l0g44% =0
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e anche
x> —4
x> —1
4 4
(x+1)%2-42 (x+1)2-42
Risolviamo la terza equazione
r+4
T =
(x +1)%-42

r+4=2x+1)>2
r+4=2x>4+2+4x
202 4+3xr—2=0

—345 __ 1

_ —3+v9+16 4 2
r o= —2=vItib
4 =8=5 _ _9

4

Sostituendo nella terza riga del sistema le soluzioni trovate

x> —4
x> —1
_ -1
r=-2 V =3
troviamo che x = —2  non ¢ accettabile percheé non soddisfa la condizione
di esistenza x > —1. Il valore x = L ¢ lunica soluzione dell’equazione.

2

Esempio 7 Risolvere

log(z 4+ 1) + log(x — 1) — log(z — 2) = log8

Soluzione
L’equazione data e equivalente all’equazione
(x—1
log (z+ = ) = log8
x—2
Bisogna risolvere quindi il sistema
r+1>0
r—1>0
r—2>0
(x—1 D(r—1
g EEVE = D =1)
x—2 r—2
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da cul

r>—1
z>1
T > 2
r=5 V x=3, x#2

Le soluzioni del sistema sono x =5 V x = 3 perché entrambe maggiori di

2 Disequazioni logaritmiche

Anche per le disequazioni logaritmiche non ¢’e¢ una regola comune da seguire
per la loro soluzione, perche ogni caso e diverso dal precedente. Comunque
la prima regola da seguire ¢ trasformare i due membri in logaritmi aventi
la stessa base, per poi passare alla diseguaglianza degli argomenti e risol-
vere la diseguaglianza che ne deriva. Alla fine bisogna intersecare 'insieme
delle soluzioni con le condizioni di esistenza dei logaritmi. Nel passare dalla
diseguaglianza tra i logaritmi alla diseguaglianza tra gli argomenti bisogna
ricordare che

e Vry>0aclR:a>1 logax > log,y & T >y
e Vr,y>0aeR:0<a<1 logax > log,y Se<y

ESEMPI

Esempio 8 Risolvere
loga3 > logax

Soluzione
Bisogna confrontare due logaritmi nella stessa base maggiore di 1: la re-
lazione d’ordine fra i logaritmi st mantiene nello stesso verso tra gli argo-
menti. Bisogna comunque tmporre la condizione di esistenza dei logaritma.

x>0
3>z
da cui 0<zx<3
Esempio 9 Risolvere
logsx > 2
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Soluzione
Osserviamo che 2 = logs5® per cui l’equazione si puo scrivere

logsz > logs52.
Bisogna quindi risolvere il sistema
{ x>0
x> 25
da cui x> 25

Esempio 10 Risolvere
log%(:ﬁ2 +4x) > —1

Soluzione )
Osserviamo che —1 = log1 (%) per cut l’equazione si puo scrivere
5

1 -1
2
log%(:n +4x) > logs <5>
Bisogna quindi risolvere il sistema

r<—4Vz>0

2
{x—}—4x>0 = —f<r<—-4VvVOi<z<l

.2132+4.CE<5:> -H<r<l

Esempio 11 Risolvere
logy (3z — 22%) < 0

Soluzione
Osserviamo che 0 = log11 per cui l’equazione si puo scrivere
2

log%(3x —22%) < log%l

Bisogna quindi risolvere il sistema

3
O<z< 5
{ 3z — 222 >0 N e
— o2 1 57T
dr —2z° > 1 S r<il
2
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Esempio 12 Risolvere
log% xr < log%5

Soluzione
In questo caso 1 due logaritmi sono nella stessa base, ma minore di 1; la
relazione d’ordine fra gli argomenti e inversa rispetto alla relazione d’ordine

tra i logaritmi
x>0
T >H

da cur © >5
Esempio 13 Risolvere
logi (1 —x) <logy(2x + 3)

Soluzione
St scrive il sistema considerando le due condizioni di esistenza dei logaritmi
e la disequazione tra gli argomenti

r<l1
1—2>0
T > —= 3 2
_ 2
l—x2>2x+3 <=
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